Konigsberg koprileri

Konisberg simdi Rusya’da yer alan ve giiniimiizde bati Rusya’nin biiyiik bir endiistri
ve ticaret merkezi olan simdiki ad1 Kalingrad olan bir zamanlar dogu Prusya’nin bagkenti
olan bir sehirdir. Sehir bagka bir nehir ile birlesen Pregel nehrinin etrafinda kurulmustur.
Kniephof adindaki ada iki nehrin birlestigi yerin ortasinda yer almaktadir. Aday1 ve
nehirlerin iki tarafindaki sehrin farkli bolgelerini birlestiren yedi tane koprii vardir. 18.
ylizyi1lda Konisberg’in belediye baskani her giin sehri gezmektedir. Ancak her seferinde
bir kdpriiden iki defa gegmektedir. Her kopriiden yalniz bir defa gegmek suretiyle biitiin

sehri dolagsmas1 miimkiin olmamaktadir. Bu problem ’in dikkatini ¢eker.

Konigsberg koprileri Problemi

* 1736 da "Konigsberg kopriileri problemi” olarak bilinen problemi ¢ozer.
Matematiksel olarak yedi kdpriiden her birini yalniz bir kere gegmek kaydiyla

yiirlimenin miimkiin olmadigin1 ispat eder.

Konigsberg kopriilerinin bir semasi



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/Mathematicians/Euler.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/Mathematicians/Euler.html

Basarisizlikla sonuglanan bir deneme asagida goriilmektedir.

Basarisizlikla sonuglanan bir bagka deneme asagida goriilmektedir.
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* Konigsberg’de asagidaki sekilde oldugu gibi bir tane eksik koprii yapilmasina karar

verilmis oldugunu varsayalim:

Bu problem ¢oziilebilirdir. Coziimlerden biri
asagidadir:




» Gergek Konigsberg probleminden bunun farki nedir? Her bir kara parcasina giden kag
koprii vardir? Bir tek parga kara pargasina tek sayida kopriiniin olmasi neden problem

olmaktadir.?

* Hangi kopriiyli eksik almamiz durumu farkli yapar mi1? Eger koprii sayisini arttirirsak
ne olur? Bazi grafikler ¢izip ve her bir durumda baz1 yolculuklar planladigimizda
Euler’in asagidaki diisiincesine variriz.

Konisberg’deki kara parcalarini noktalarla ve kopriileri egri pargalari ile gosterirsek

asagidaki sekli elde ederiz.

Konigsberg kopriileri problemine matematiksel bakis

Tanim. Birbirine bagli egriler veya dogrular (edges) ile noktalardan (vertices) olusan

sekle bir grafik denir.

« Simdi problem, bir ¢izgiden bir daha gecmeksizin ve kalemi kagittan kaldirmaksizin
bu sekli ¢izme problemine doniismiis olur.

Tanim. Eger bir grafikte bir noktaya tek sayida egri bagli ise bu noktaya tek mertebeden

bir nokta denir aksi takdirde ¢ift mertebeden nokta denir.

Euler'in Cozimu



Euler’in Konisberg kopriileri probleminin ¢oziimiinde grafigi ¢izerken islemin ortasinda
bir noktaya gelindiginde bu noktaya bir tane gelen bir tane de bu noktadan giden egri
olmal1 boylece noktanin mertebesi ¢ift olmalidir. Bu biitiin noktalar i¢in dogru olmali
fakat biri ¢izime basladigimiz digeri de ¢izimi bitirdigimiz nokta olmak iizere iki nokta
disinda her noktanin mertebesi ¢ift olmalidir ve boylece ilgili grafigin ¢izilebilir olmasi
icin gerek ve yeter kosul en fazla iki tane tek mertebeden noktasinin olmasidir. (
Baslangi¢ ve bitis noktasinin ayni olabilir ki bu durumda her noktanin mertebesinin ¢ift
olmasi gerekiyor. ) Simdi yukaridaki grafige baktigimizda ikiden fazla tek mertebeden
nokta oldugunu goriiyoruz ve boylece grafik ¢izilemez yani Konisberg deki yiiriiyiis turu
imkansizdir. Burada ¢izimden kastimiz bir ¢izgi ya da kenardan ( veya egri parcasindan)
bir daha gegmeksizin ¢izimin yapilmasi anlamindadir. Eulerin diisiincesi ¢oziilebilir olan
problemlerde baslangi¢ noktasi tek ve bitis noktasinin tek mertebeden olmasi gerektigini

vermektedir.

Asagidaki grafda her noktanin mertebesi yaninda yazili bulunmaktadir. Asagidaki sekilde

Konisberg kopriileri probleminde her bir noktanin mertebesini gérmekteyiz.

Kdénisberg'de asagidaki sekilde oldugu gibi bir tane fazla kdpri yapildigini yani
sekiz tane kopru kuruldugunu varsayalim. Bu durumda bir kdpruden (gizgiden)

bir daha gegmeden butln kdprilerden gegilebilir mi? Evet gegilebilir.



o
/C// ?:

Konigsberg koprileri probleminin Graf Teorisine
Genellestirmesi

Euler generalized this mode of thinking by making the following definitions and proving

a theorem:

* Tanim. Birbiriyle kesismeyen egriler(arklar) ile birbirine bagli noktalardan (vertices)

olusan bir sekle bir network denir.

Asagidaki networkda her bir noktaya (vertexe) gelen egri (edge) sayisin1 gormekteyiz.

Tanim.Her bir egri par¢asindan yalniz bir defa gecen siirekli yola (egriye) Euler yolu

denir.

Teorem: Eger bir network ikiden fazla tek mertebeden noktaya sahipse Euler yoluna
sahip degildir.



 Euler karsitin1 da ispatlamistir:

Teorem: Eger bir network iki ya da ikiden az sayida tek mertebeden noktaya sahipse bir
Euler yoludur.



Konigsberg

Kopridleri

Sinem Abadulmecrt
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m Koenigsberg Rusyada yer alan ve
gundmizde Bati Rusyanin bdydk enddstri
merkezi olan bir sehirdir...

m Sehir baska bir nehir ile birlesen Pregel/
Nehri etrafina kurulmustur.



m Kniephof adindaki
ada(A) iki nehrin
birlestigr yerin
ortasinda yer
almaktadir.

m Aday: ve nehirleri
birlestiren 7 tane
Koprid vardir.

Ficune 98, Geographic Map:
T'he Kdntgsherg Bridges.



m /8. yy'da Koenigsberg'in Belediye Baskani
her gtin sehri gezmektedir. Ancak her
seferinde bir kopriden iki defa
gegcmektedir. Her kopriden yalniz bir
kere ge¢mek suretiyle butan sehri
dolasmas' mumkun olmamaktadir. Bu
problem Eulerin dikkatini ¢ceker..



KOENIGSBERG
KOPRULER

PROBLEMI



m 1736'da Euler Koenigsberg koprileri
problemi olarak bilinen problemi ¢ézer.

m Matematiksel olarak yedi kopriden her
birinin yalniz bir kere ge¢mek kaydiyla
ylridmenin mimkun olmadigini ispat
eder..
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m Koenigsberqg de bir tane eksik koprd
yapilmasina karar verilmis oldugunu
varsayarsak bu problem ¢ozilebilirdir!




- BGSBERG
OLERINE

ATEMATIKSEL BAKI.




m Birbirine bagl egriler veya dogrular ile
noktalardan olusan sekle grafik denir.



o Bir
¢cizgiden bir daha
gecmeKksizin ve
kalemi kagittan
kaldirmaksizin bu
sekil nasil ¢izilir?




EULER'IN

cOZUMU




m Eulerin Konisberg képrdleri probleminin
¢cozumuande grafigr ¢izerken islemin
ortasinda bir noktaya gelindiginde bu
noktaya bir tane gelen bir tane de bu
noktadan giden egri olmall boylece
noktanin mertebesi ¢ift olmalidir.



" A
m Bu biftin noktalar igin dogru olmali fakat

biri ¢izime basladigimiz digeri de ¢izimi
bitirdigimiz nokta olmak (zere iki hokta
disinda her noktanin mertebesi ¢cift
olmalidir ve boylece ilgili grafigin
¢cizilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul en fazla iki fane tek mertebeden
noktasinin olmasidir. ( Baslangi¢ ve bitis
noktasinin ayni olabilir ki bu durumda
her noktanin mertebesinin ¢cift olmasi
gerekiyor. )



m SONUC:Konisberqg deki ydrdyds tury
imkansizdir!




Euler furumuz G olsun. Her
kopride en az iki durum vardir(gidis-
gelig). Ayrica bir kopriden iki kez
gegmeyen ve basladigi noktaya geri
donen bir yolculuk vardir ve buda C
olsun. Eger C, G'deki biitiin kenarlar:
igeriyorsa durum ¢ozdlebilirdir. Ancak
icermiyorsa G'den C'deki kenarlar:
¢ikardigimizda geriye kalan pargalar
oldugundan tur tamamlanamamaktadir.



m Konisbergde yandaki
sekilde oldugu gibi bir
tane fazla kopri
yapildigini yani sekiz
tane koprd kuruldugunu

varsayalim. Bu durumdkc //

bir kopriden (¢izgiden, W/ﬁz_/ /L_f
bir daha ge¢meden

bdtan koprilerden

gegilebilir mi? Evet ]
gegilebilir. Bu durum  —

Koprd sayisini altiya
indirildigindede
gegerlidir.




"

m Yani 7 tane koprimiz vardir ve her
kopride bir gidis bir de gelis olmak
Uzere 2 alternatif vardir. Bu nedenle
Bu da bir kopriiden gegilemedigini
gosterir. Ancak 8 koprimiz oldugunda 8,
2'ye tam bolinebildigi i¢in kalanimiz
O'dir. Yani gegilmemis képru
bulunmamaktadir. Bu nedenle her
kopriden gegildigi igin tur
tamamlanabilmektedir.




"

m Yandaki sekle gore eger € noktasi e’ (e
ussu) ne tasinirsa her kopruden bir kere
gecmek kosuluyla basalanilan noktaya
geri donulebilmektedir.
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